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THEORIE VAN -DE CIRKELVERDELING
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Tot de oudste problemen uit de elementaire vlakke meetkunde mag
wel worden gerekend het probleem van de cirkelverdeling, d.w.z.
het verdelen van de omtrek van een cirkel in een geheel aantal
gelijke delen, uitsluitend met behulp van passer en lineaal. De
verbindingslijnen der deelpunten bepalen regelmatige veelhoeken,
zodat het gestelde probleem gelijkwasrdig is met het vraagstuk
van de constructie van regelmatige veelhoeken. lioemen wij het
aantal geclijke delen = n, dan is het gestelde probleem recds door
de oude Griekse wiskundigen voor

n = 2m, 3.2m, 5.2% en 3.5.2% (m is een natuurlijk getal).

Men vindt de grondslagen behandeld in het vierde boek van de Ele-
menten van Euklides,

Nadat er gedurende een‘tijdsverlapp van 2000 jaren geen principielc
vooruitgang te bespeuren was, is het bovengenoemde problecm in allc
vollcdigheid opgelost door Gauss (+ 1800). |

De jeugdige Gauss heeft op 30 Meart 1796 een klasse van met passer
en lineaal construeerbare regelmatige veelhoeken ontdekt, welke de
bovengcnoemde onvat, maar welke bovendien nog tal van andcren be-
vat (wellicht nog oncindig vele andere). Eerst later, in 1801

nceft hij gevonden, dat het gestelde problecm door zijn oplossing
van 1796 afgesloten was; cr zijn geen andere regelmatige veelhocken
tc construercn met passcr cn lineaal, dan de in 1796 gevondene,

Het resultaat van Gauss kan in de volgende uitkomst wordcn samen-
gevats

Noodzakelijke en voldoende vooorwaarde voor de construccrbaarheid
van ecen regelmatige veelhoek met passer en lincaal is, dat het
aantal zijden wordt gegeven door

n = Qmﬂpk. (1)

m gcheel 3 03 hot product wordt uitgestrekt over een willekeurig
aantal verschillende priemgetallen van de gedaante

28 41 (s geheel » 0)

Het is evident, dat de exponent s zelf van de gedaante 2t (of Q)

moet zijn. Voorbeelden: py = 3, 5, 17, 2575 secen

Wij zullen eerst ons bezighouden met de afleiding van het resuli

taat, dat de gestelde voorwaarde voldoende is. Dearbij zullen wij
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ons voorlopig beperken tot het geval m = O, terwijl het product

slcchts 1 factor bevat, dus De uitbreiding op

22t de mecr algemone

n=rp (p priem, van de gedaante + 1) vorm (1) is triviaal

et is in deze vorm, dat het probleem in 1796 door Gauss is opge~
lost, ith.b. voor p = 17.

Gaunss werd tot dit onderzoek gevoerd door zijn werk op algebraisch
geblced. Hij hield zich toen bezig met het onderzoek naar de alge-

braische oplosbaarhcid van de binomische vergelijking: '

Xp"" 1 = O‘v

In analybtische vorm kunnen de¢ p verschillende wortels van deze

vergelijking (eenheidswortels) onmiddelijk worden neergeschreven

in de gcdaante
27 &

Xk::O p (k:O, 1’ 2’ es o v ey p""1}

Het is duidelijk, dat met deze oplossing ook het probluem der
cirkelverdeling zou zijn opgelost,

Alleen x_ is relel = 1. De p-1 complexe wortels voldoen aan

n o
of

xp'1 + xP=2 + veeeenees +1 =0 , (2)
it is de Zgggelijking van de cirkelverdeling. Stellen wij

i

Xq =@ P =T ,
den is

%, = rk,
zodat alle complexe wortels kunnen worden voorgcsteld door

£, T2, T3, uuens rP=1 : (3)

Tcdcre wortel is dan een cenvoudige rationzle funetie (gchcle macht)
van dc¢ cerste uit de rij. Gauss gaat nog cen stap verder, door te
leten zicn, dat bij bepaalde rangschikking van de rij (3) ieders
wortcl dezelfde gehele (g-dc) macht van zijn voorganger is, waardoor
de rij (3) de volgende gedaante gorkrijgt:

r, 8, rgz, Ceranenenas rgp 3"
Dit Wérdt bercikt, door voor g een zodanig geheel getal te kiezen,
dat de p-1 getallen gk( K = 0,1,25000.0.s0=2) ecn goreduccerd rest-
systcom (mod.p) vormen, dus op de volgorde na congruent met de ge-
tellen 1,2,354000030=1 2ijn, g moet dan cen primiticve wortel
(mod p) zijn. Men kan bewijzen, dat voor icder priemgetal van de
gcdzante 25+ 1 o.a. het getal 3 =an de gestelde eiscn voldoet.
Juist in de bijzondcre rangschikking (3') schuilt dc korn van de
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oplossingsmethode van Gauss. Daartoe wordt de rij (3') voor
P = 2%, 1 in twee rijen van 28 termen gesplitst als volgt:

2 3 p-3 p=2
r’ rg, rg!rg ,o-c.o-,rg [ I‘g

4

,
en men stelt

e 4 6 25_ 2
7/=r+rg+rg*'rg+oto-o +rg E ]

;s 7 O (@

Het is duidelijk, dat: »
St Z.
terwijl hct gemakkellak :m te zien is, dats ;_

- }‘ (1+9) 8" +Z_ (/Hg.’:)ﬁ _ Z. Q[fn )j
10

K20 ,
waarin iedere som van het rechterlld gellgk is asn % of h of ps=1,
! H

Dus ) .
% =A + A'l’? + A, 71 (Ak_ gehcel) (5)
Uit (4) blijkt, dat bij vervanging van r door 6 13 in ‘] aovergaatb,
en omgekeerd dus

Gty = kot Ayt by (6)
Uit (5) en (6) volgt door optelling
A1+ A2 A1+ A2
Y =het T g 40 ) = by - —5—=
dus rationeal, (Men kan bew:.;)zen, det Ay= A5, dus s, /7 = A~ Ay,

dus gcheel, mear dat is voor ons doel van minder belang)

/7? en 572 zijn dus dc wortels van de vierkantsvergelijking me?t

ra‘tlonc,lc (zelfs gehele) coefficienten;
2 A+ By
X+ X+ h) - —m= =0,

Ze zijn dus door wortel‘brekking te bepalen,

Op dezelfde wijze Worden 7 ? verder gesplitst int
Y ’!
ps t + 'z.g +/Lg+ -~-+'L
g g’la ?2 -2
?41="L+d +2%4 e

/217,,Z?+,25‘+,252, Y 0{12 $
3 !
721:/25'*"&??‘*&5?:*-*1"/1?} ’

‘7aq+—‘713r'?/, 3 ’zu-!r»?ua 12}\
741 747_«- 3 +?5,,)7m+2>

2912 By 9,5+ By gy
?14 }Zfl szD + (,4174*_{_{?

202t (3 gy 4 Cy s, :B o 3““‘3';
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‘?41‘:3 742) 731:“2 7.{2 e
Dus: ’quﬂ +:B”P) o B?L)ﬂ f:53 '721+:B‘i71 |
s B 34-*?5:7 + BarBy 7,
127 700= Cy +C“’+Cl ho+ Gy
g ¥ i 71

De getallen Y ? }/42 kunnen nu worden bepaald als wortels van de

vierkantsvergeliikings
| gelijxings xte 1 x +{3Q+-:P’1;z}__3l?4f- ,3239 7&;0

analoog P ? 722 . 20 kan men doorgaan en tenslotte bepaalt men uit
een schakel van vierkantsvergelijkingens
52**1

T+ =’Z+-fz‘j.-200 17

: /o
wasrmcde het algebraisch gedeelte ven het cirkelverdelingsprobleem
voltooid is. e

Voorbeelds p = 17 , g =3, T = e:;;‘“
i . - -
7, 1+ % +q7+fzz+fa.4+/z .-4—-4‘/4./[&
iy

’24=Q3+’271¢/2$+«'6+/{3+49 127008
+h,=="1 /74hz=4)?7 + 47, = =4,

»2r D1j vervanging Van r door r®

il

§

it

Dus:
i) en 71 zijn de wortels van de vergelijking y2 +y -4 =
1
= e !/2.. + y )‘[ 17.

Nu komt er nog een kuaine finesse, Welke van de gevonden wortels is

éZ,Welke? 7:2(00331" + cos ¥ +cos-_-f'~ + ©0S ‘f'“t ) >
1 ? i 432 ‘ 72

2(5-1+0+y2)=0
dus '74=-y2+‘/z\/~1_'?

0= e e a Y ?’71'*"1741:7
SR T I |

?42:"24*’1' =T +’L§ 714*?21172

PR AT AR R

?M 741: ?44+ L{az + 72.1' = -1
-3 -6 7 8 ,
L+ AT+

=
' 1] e 1=0 (7)
Dus » en 4, ZLJn de wortels van z_ =4 2 - 1 = _
evenzo en " " A 1=0 (7'

De wortels van (7') en (7") zijn reBel en van tegengesteld teken.
= 2(cos i 4+ cos 2L £y>»o0

721 = 2(0031?{‘: + c&s 727=") L O dus '7 > 0
. I s
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it

Tenslotte ist 7. =71+ 1 22 cos & o
ey S 77__ »dus 0
= 1% r™ 2 2 cos gﬁg__ 74ﬂ->l7415>

7472
= 5, =3 3 -5
/m 7441 7 lfm,, 74,,2 S A A i . i SE 1724

Dus Y407 18 delgrootste wortel ven ue g, % +4, =0,

Tenslotte is hiermede cosjgzl ultgedrukt met béhulp ven vierkants-
wortels, Uit het voorgaande is gemakkelijk ecen meetkundige con-
structie voor de zijde van de regelmatige 17-hoek af te leiden 1)¢
Bepaalt men gehele getallen 83 welke voldoen aan}:_ L

IbK 7775:{

(steeds mogelijk!), dan is hiermede het probleem van de cirkelver-—
- deling in If‘pk gelijke delen opgelost, terwijl de verdere uitbrei-
ding tot [Tk door voortdurende halvering volgt.

Wij willen dit gedeelte besluiten met enkele opmerkingen over dé
priemgetallen van de gedaante
t
22 + 1.

Voor t = 1,2,3,4 vindt men inderdasd pjiemgetallen, n.ls 5, 17,
257 en 65537. Dit leidde Fermat tot het vermoeden, dat alle ge-
tallen van deze vorm priemgetallen waren. Dit is echter onjuist.
Euler heeft reeds aangetoond, dat

22

Ook meerdere volgende getallen uit deze rij zijn deelbaar gebleken.
Hgt is nog een open vraag of deze rij een eindig of oneindig aantal
priemgetallen bevat,

Wij zullen nu overgaan tot het tweede gedeelte, de noodzakelijkheid
der gestelde voorwaarde, dus de negatieve kant ven de zaaks

Slechts de veelhoeken van het bovenstaande type zijn met passer
en lineaal te construeren. Wij merkten reeds op, dat Gauss ook dit
probleem heeft opgelost, in 1801, Aan het slot van art. 365 van
zijn in de zomer van 1801 verschenen *Dlsqulsltlones arlthmetlcae"
steat te lezen: )
S{anneer echter p-1 andere priemfactoren behalve 2 bevat, komen wij
steeds op vergelijkingen van hogere graad, en wij kunnen met alle
strengheid bewijzen, dat deze hogere vergelijkingen nooit vermeden
kunnen worden, of tot vergelijkingen ven lagere graad kunnen wordcn
herleids; ofschoon de grenzen van dit boek niet veroorloven, 4dib
bewijs hier mede tc delen,mensen wij toch daarop te moeten wijzen,
opdat niet iemand nog andere verdelingen, behalve dec door onze theo--
ric geleverde, b.v, in 7, 11, 13, 19 delen op geometrische construc-
ties hoopt terug te kunnen brengen, en daarmede zijn tijd onnut

verkwigt .M De spatieringen in verschillende graszd zijn afkomstig
g , . ven Gruss.

.-
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Uit zijn dagboek is gcbleken, dat Gauss dit bewijs corst ont-
~ dekt hecft op 6 April 1801, tijdens de corrcctic ven de laatste
drukproeven, zodat bovenaangchazaldc passus ongetwijfeld ecrst
op hbet leatstc moment is ingevoegd. Hoe het door Gauss gcleverde

bewijs verloopt, is (nog) niet bekend.
Wij W1llen nu bcslulton met cen ccnvoudlg bewijs hicrvan,

Gegevens L is het lichaem der rationale getallen.

' o/ is ecn getal uit L, # kwadrast ven getal uit L.
L1 I:( vq' ) is ontstaan uit L door adjunectic van‘/w .
c{ is cen getal uit L, + kwadraat ven getal uit L,
L2 = I, (V&') = I (V«, V—‘) ontstaat uit L, door schter-
eenvolgende ad;unctle van Yo/, Vo, 5 ete.
Loy (Ve Vo 5o vevnv. oy V) ontsteat uit L, door schter-
eenvolgende ad)unotle van f-( 4 in I %1 nict in I,),

Y"-(c% in Iy, Yo, niet) .....%a/( ol in Ty 1 Vi, nlet)

Stelling. Wenneer & cen W1llekeur;g getal uit Lk is, dat nict.

behoert tot I, 4, den is & ecn wortel ven cen onherleidbere

LO— vergelijking van de graad 2k.

Bewijs: (volledige inductie)

De stelling is uitterasard waar voor k=1. : Z

Necem san, dat de stelling geldt voor k-1, dus dat G ols ewnked
van In(V, s Vol sen.. Vo) voldoet aan cen onherlcidbare L,-vor-
gelijking van de graad ok=1, F(x) = 0. De cocfficienten van deze
crgelijking zijn getallen uit L= I (Vq/), dus de gcdaante
b + cle, , (woarin b en ¢ € L ) Dus F(x)- r(x) + s(x)V& y
wearin r(x) en s(x) Vaeltermcn in x zijn van dec gread ok 1,
met coefficienten uit L,
Zonder beperking kunnﬁg1wij dc cerste coEff;cient ven Ff?), dus
de coefficient van x°
gelijk 2an 1 nemen, zodat r(x) ven de graad 2k‘1is, en s(x) van
lagere graad. '

£ is dan een wortel van cen L_-vergelijking:

G(x) = %r(xf; ~<xg§s(x$§2 = 0. (grasd Zk)
Wanncer wij bewijzen, dat deze vergelijking onherlcidbear is in
Lo, is alles bewezen,
Zi (x) een factor van G(x) van een graad > 0 en <\2 .
,vF(X) = r(x) + 8(x)V«, is onherlecidbaar in L,, dus dcelbsar Ops,
of onderling ondeelbaar met 79(x) (ook L1~polynoom)
Met r(x) + S(X)ng is ook r(x) - S(X)Vw‘ Ly-onherlcidbaar, want
jedere ontbinding van r(x) - s(x)We, in 2 L,-polynomen levert
een aneloge ontbinding van r(x) + s(x){, , door voervenging vaen
+\>( door -Vﬁu Dus ook r(x) = s(x)vug is of declbaar op, of
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onderllng»onggelbaar met i (x), Uit de onherleidbanrheid in I, van
r(x) + s(x)vog volgt, dat r(x) en s(x) onderling ondeelbacrr zljn.
Hierult volgt, dat ook r(x) + s(x) Vo, en r(x) - s(x)VQQ onderling
cndeclbanr zijn in Ly, want icdere gemecnschappelijke foctor zou
in hun som en verschil, dus in r(x) en s(x)VZi begrepcn zijn, woor-

deor in tcgenspraak met de asnname r(x) + s(x)VZ& herleidbear (I,)
zou zijn, !

Aangcnomen is:

yﬂ(x) is gigenlijk declbasr (L,) op

G(x) =ir(x) + s(x)\/o_/?}{r(x) - s(x)&\z

dus de graad van HP(X) zou < 27 moeten zijn.

(x) kan dzn niect onderling ondeelbasr zijn met beidc factoren vrr
G(x).

Dus yﬁ(x) zou (eventueel op een constante factor no) idenbtick mo..
ten zijn met

r(x) + S(X)VZZ of met r(x) - s(x)b;;
Dit is in strijd met de aanname, dat gﬁ(x) een L -veclterm is.

Dus: G(x) is onherleidbaar Loy W.b.b.W,

Gevolgen:

1) Ecn onhcrleidbare verg. in L, waarvan de graad + 2k (k = 1,2,3...
ken nooit een wortel bezitten, die door vierkantswortels is uit
tc drukken (m.2.w. met pesser en lineaal te construcren).,

2) Ben regelmetige p-hoek (p priem, p~1-f QR) is nict met passer
en lineaszl construcerbaar, De algebraische oplossing voert n.l.
tot een in L onhorleidbare vergelijking van de gread p-1# 2.
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